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L’espace projectif tronqué CP;’ s’obtient comme cofibre de I’injection de I’espace
projectif complexe de dimension n, CP", dans la limite inductive CP* des CP/, En
continuation de [6], nous déterminons son type d’homotopie rationnelle. Nous ex-
plicitons également les déformations, a algébre de cohomologie ou algebre de Lie
d’homotopie, rationnellement fixées.

Ceci nécessite d’abord le rappel des définitions suivantes, classiques en théorie du
modele minimal:

Définitions. Un espace X, 1-connexe, a nombres de Betti finis, est:

- formel si son type d’homotopie rationnelle se déduit de son algébre de
cohomologie rationnelle,

- intrinsequement formel si son algeébre de cohomologie rationnelle est réalisée par
un seul type d’homotopie rationnelle,

- coformel s’il admet un modele de Sullivan a différenticlle quadratique,

- faiblement coformel si la suite spectrale, obtenue en filtrant son mod¢le de
Sullivan par la longueur des mots, se stabilise au niveau 2.

Les principaux résultats obtenus s’énoncent alors:

Théoréme. Rationnellement, il existe deux espaces CPY et X° ayant méme
algébre de Lie d’homotopie rationnelle que CPy. L’espace projectif tronqué CP;
n’est pas coformel (mais faiblement coformel); X, ,‘,) est l’espace coformel associé.
Ils sont tous deux intrinséquement formels. X°_, se fibre rationnellement de facon
unique sur K(©@,2n), de fibre "2} S*"*0. Les fibrations F,:\V" ] §*"*)—
CPy | = K(@Q, 2n) sont paramétrées par A € Q et classifiées par: F, et F;. ont méme
type d’homotopie rationnelle si et seulement si (A/1")""e Q.
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Toute algeébre de cohomologie dont les relations forment une suite réguliére est
intrinséquement formelle [3]. Hormis ce cas, CPZet X0 fournissent les premiers ex-
emples d’espaces intrinséquement formels, a cohomologie non bornée.

Effectuons un inventaire des méthodes utilisées. Soit x un générateur de
H*™(CP?_,;Q); ‘autopsie du meurtre’ [S] de x fournit les premiers résultats.
L’algebre de cohomologie H* (CPP;_ ;@) est un module libre sur ’algébre graduée
commutative libre Ax; I’évaluation en x=1 transforme alors la victime en ‘témoin
muet’ et fait apparaitre des algebres Z,-graduées. Enfin, le théoréme provient aussi
de Tinterprétation des déformations comme classes de cohomologie de Harrison;
rappelons brievement ce point: le corps de référence est le corps @ des rationnels;
pour tout espace vectoriel W, notons # W ’espace vectoriel dual. Soit ¥ un espace
vectoriel gradué, de dimension finie en chaque degré; I’injection canonique de
I’algebre de Lie libre L(V') dans I’algébre tensorielle 7(V') fournit, par dualité, une
application de # T(V) dans # (V). Le noyau de cette derniére est constitué des
éléments décomposables du produit mixé (shuffle product [7]). Ainsi, pour tout
espace vectoriel W, il y a correspondance bijective entre Hom(# L(V), W) et
I’espace vectoriel Hom(# T(V), W), formé des applications linéaires s’annulant
sur les décomposables du produit mixé. Cette liaison représente la clef du passage
[12] entre la cohomologie de Harrison et les obstructions a la déformation in-
troduites par Halperin et Stasheff; elle fournit la formalité intrinséque cherchée.
Cette application topologique de la cohomologie de Harrison illusire parfaitement
Pinterpénétration algébre-topologie, mise en évidence par Jan-Erik Roos [8].

L’article s’ordonne comme suit: dans le premier paragraphe, nous écrivons
CP,;_, comme espace total d’une fibration (Théoréme 1) et en déduisons la dif-
férentielle de son modéle de Sullivan (Théoréme 2). Nous explicitons également
I’algébre de Lie d’homotopie rationnelle de CP,;_; et ses structures d’ordre
supérieur. L’étude de la coformalité de CIP,’_, termine cette subdivision (Théoréme
3). Les démonstrations utilisent des lemmes permettant I’application a d’autres ex-
emples éventuels. Dans le deuxiéme paragraphe, nous nous intéressons aux espaces
X,_, ayant méme algebre de Lie d’homotopie rationnelle que CIP,_ . La
cohomologie de Harrison et son application aux déformations de CP;_; et X, _|
font I’objet du troisiéme paragraphe.

Quant aux notations, (Z,, +) désigne le groupe des entiers relatifs modulo #. Si
o est un cocycle, sa classe est notée [a]. Les définitions et notations usuelles des
modeles minimaux ne sont pas rappelées; ce sont en particulier celles de [11].

La richesse de cet exemple m’a été signalée par J.M. Lemaire. Je tiens également
a remercier S. Halperin, D. Lehmann et M. Schlessinger pour I'aide apportée au
cours de ce travail.

1. Type d’homotopie rationnelle de CP,”_,

1.1. Algebre de cohomologie rationnelle. Formalité
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Proposition 1. CP,_, est un espace formel d’algébre de cohomologie rationnelle
AXRQA(Yy, .., Y1)/ R, avec x=Y, de degré 2n, y; de degré 2n+1); # est I’idéal

ondrd
<

Yi¥i=X Yiy; , Sii+tj=n-—1,

2 .. .
ViYi=XYisjop, Siitjzn.

Démonstration. Soit ¢ de degré 2; le noyau de ¥:(Aq,0)— (Aa/a", 0) fournit un
modele de CIPy_;, [2]. L’énoncé ci-dessus le décrit par générateurs et
relations. [

Remarque. Constatons dés a présent que les générateurs de I’idéal des relations de
H* (CP;y_,;Q) ne forment pas une suite réguliere pour n=3.

Pour la suite, nous avons besoin de I’écriture explicite du modele; c’est le but du
paragraphe suivant.

1.2. CIPy_,:espace total d’une fibration

Définition 1. Une fibration F— E — B est formelle lorsqu’elle a méme modele que
les applications induites en cohomologie:

H*(F;Q) « H¥E;Q) <« H*(B; Q).

Théoréme 1. Soit f,:CP%,_—K(@Q,2n) un représentan! de la classe de
cohomologie de plus bas degré de CP;_,. La fibre homotopique de f, a le type
d’homotopie rationnelle du bouquet de sphéres \/7-| S*"*D. la fibration de
Serre associée se stabilise au niveau 2 (fotalement non cohomologue a zéro [9]); le
connectant de la suite exacte longue d’homotopie rationnelle est nul.

Il se déduit directement des deux lemmes suivants:

Lemme 1. Soient Y un Q-espace vectoriel gradué et x un élément de degré 2n. Soit
# un idéal de AxR AY, notons %' I’idéal de AY obtenu par la projection naturelle
Ax@RAY > AY. Supposons (Ax@AY)/%# isomorphe, comme Ax-module, &
AXRAY/ %7).

Alors, si (AZ, d) est le modeéle bigradué [3) de AY/#', il existe une différentielle
D telle que (AxQAZ, D) soit un KS-modele [2] de (Ax, 0) > (AxRAY)/#,0). En
munissant Z de sa TJ-graduation [11] et x du TJ-degré zéro (notés inférieurement),
il verifie:

H, (AX®AZ,D)=0, DZ,C(AXRAZ),_,.
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En particulier, (Ax,0)—= (AxQRAY)/%,0)>(AY/%',0) est un modeéle (non
libre) d’une fibration totalement non cohomologue a zéro.

Démonstration. Choisissons d’abord un systéme de générateurs (P;);c;, (resp.
(2);cp), de %7 (resp. #) tel que Q;=P,+xQ/. Si a;€ Z, vérifie da;= P;, on pose
Da;=£;.

Soit @ e(AZ); tel que dP =0, alors D® est défini et de la forme D =xQ2. Par
construction, xQ2e #, d’ou Qe #, car (AxXAY)/# est un Ax-module libre par
hypothese. 11 s’ensuit I’existence de I'e Z, tel que DI'=Q.

Si g€ Z, a pour différentielle df= &, on pose D= —xI".

Filtrons (Ax® AZ .,, D) par le degré en x, on obtient une suite spectrale de Serre
[2]. La TJ-graduation passe aux termes de la suite spectrale; en particulier, le terme
E, vérifie:

en TJ-graduation 0: (E,)g=AxQUY/Z#"),

en TJ-graduation 1: (E,), =0,
d’ou Hy(AxQAZ,,D)=0.

Le prolongement complet D — d de d s’acquiert similairement, par récurrence sur
la TJ-graduation de AZ, en supposant avoir construit (Ax&®AZ.,, D) tel que:

Hn—l Ax@AZsrnD):O’
DZ,CAx®(AZ),_, pour tout p<n. [

Lemme 2. Reprenons les notations et hypothéses du Lemme 1. S’il existe un systeme
de générateurs, ;= Q,;(0)+x8/, de # tel que Q} appartienne & ’idéal d’augmenta-
tion de AxQAY, alors (AxRAZ, D) est le modele bigradué de (AxQAY)/%. Dans
ce cas, le connectant de la suite exacte longue d’homotopie de la fibration
(Ax,0) > Nx®RAZ,D)— (AZ,d) est nul.

Démonstration. On constate, dans la démonstration du Lemme 1, que la différen-
tielle D devient décomposable, d’ou la premiére assertion. Le connectant de la suite
exacte longue d’homotopie rationnelle s’obtient [2] avec la partie linéaire, (pure-
ment basique), de la différentielle d’un élément de la fibre. Celle-ci étant nulle, le
résultat s’ensuit. [

1.3. Modele bigradué de CIP;;_,

Soit (Ax, 0) > (Ax®AZ,D)—~(AZ,d) un KS-modéle [2] de Vi) S¥+)—
CPy_; — K(Q, 2rn). Exhibons d’abord un prolongement D particulier.

Définition 2. Un mondme e Ax®AZ, est ‘de longueur de mot en Z’ égale a g s’il

se décompose en t=x"t,...1,, avec ;€ Z. Si q=0 (resp. 1, 2), ¢ est dit constant

(resp. linéaire, quadratique) en Z.
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Lemme 3. Reprenons les notations et hypothéses du lemme 2, supposons de plus la
fibre (AZ, d) coformelle. Alors, le prolongement D —d peut étre choisi linéaire en

.................. o 7 our 7. Dane ¢
Z sur Z-,,, linéaire ou constant en Z su . 18

\

i\
N
g
g
o
£

Démonstration. Par hypotheése, les générateurs 2; de # se décomposent en:
Qi=2;0+ % ., xP¥,, avec ¥, €Z, ¥,eZou ¥,eQsip>1.

Le prolongement sur Z; est donc constant ou linéaire en Z. Pour des raisons de
TJ-degré, les termes constants ne peuvent apparaitre qu’en Zj.

Existence d’un prolongement linéaire en Z. Soit ze€ Z,,,. Supposons avoir
démontré ’existence d’un prolongement linéaire sur (AZ)., et pour tout ;€ Z,,
de degré inférieur a celui de z.

Par construction (Lemme 1): Dz=® —xI', D®=xQ, DI'=Q. L’élément ¢ étant

nadraticue nar hvnothése. Q est de loneueur de mot en Z au plus 2. Filtrons I'par

quadratique par hypothése, Q est de long mot en plus 2. Filtrons

la longueur des mots en Z: I'=I;+ I +... + ;. Supposons k> 1. Comme seul élé-
ment de DI'— Q de longueur de mot en Z égale 4 k+ 1, dI;, est nul. Il existe donc
Ay avec dA =T,
L’hypothese de récurrence s’applique a A;. En remplacant I par '-DA;, on a
abaissé sa longueur de mot en Z. Par itération du procédé, on choisit /" linéaire en Z.

Unicité du prolongement linéaire. Si h et h’ sont deux prolongements linéaires en
Z, décomposons les suivant les puissances de x:

Dz=dz+ Y x'hi(z), D'z=dz+ ¥ x'h/(2).
i=1 i=1
De D?=0, on déduit dh,+h,d=dh;+hd=0, d’ou d(h,—h{)=0, par récurrence
sur le TJ-degré, et h; —h; =0 par construction du modéle bigradué [3].
L’égalité h=h’ s’obtient alors par récurrence sur i. [J

Il nous faut maintenant préciser le modele (AZ,d) de V! 8*"*D si V est
un espace vectoriel gradué, de dual #V=Hom(V,Q), on note
jisT'# T(V)—s 1#1(V) la transposée (désuspendue) de I’injection canonique
L(Vy— T(V).

Soit H la cohomologie rationnelle réduite du bouquet V7' S***7: et soit y;
I’élément de H representant la sphere S%"*_ Notons également ¥, les générateurs
correspondants de s '#l(s '#H) et de s '# T(s '# H)=5"'T(sH). L’élément
J(3, - ®y; ) est désigné par y;

D’aprés [11], le modéle bxgradue de V' S0 est (As ' #ll(s '# H), d)
avec:

p—1
dyio,..ip: kE (- l)kyio..jkyik‘l...ip
=0

La TJ-graduation correspond a la longueur des crochets par orthogonalité:

Z,=s NPT (s T H)* .
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Soit D le prolongement construit dans le Lemme 3 pour le cas particulier de
CIP;_ . Dans Pexpression:

Dz=dz+ ¥, x'h;(2),
izl
la puissance / de x se déduit de la connaissance de z et h;(z).
La différentielle D est donc entiéerement déterminée par sa valeur en x=1. Notons
D’ cette derniere:

D'z=dz+ Y. h;(z).
i=1
Nous avons perdu la compatibilité avec la Z-graduation de départ. Nous
récupérons cependant une Z,-graduation G sur (AZ, d), définie par:

G(yio...ip)=2< i;: ij> —p (mod n),

Gy )=(G(y)+G(y’)) mod n.
Etendons les multi-indices a {0, 1,...,n—1}, en posant:

yO':ly

Yip.i,=0 sip=let §’il existe i;=0.

Théoréme 2. Soient (AZ,d) le modeéle de \/7-! S*"*7 et (Ax,0) un modele de
K(®,2n). Dans le modele bigradué (AxQAZ,D) de CP;;_,, la différentielle D
s’évalue en x=1, sur le systeme de générateurs précédent, par

p+l"'l i

m—1 m-1
, j+1
Dy = L CVPri i it DD s
p=0 j=0
ou + désigne la somme dans Z,,.

Démonstration. Décomposons D’ en D'=d +Dj.

(1) Afin d’éviter la complexité de détermination d’une base d’algébre de Lie libre,
nous travaillons sur un systéme de générateurs. Il nous faut donc d’abord vérifier
que D’ a un sens. Pour la composante d, cela provient du modele bigradué d’un bou-
quet de spheres.

Soit J la partie de s~ !# T(s~ ' # H) formée des éléments décomposables pour le
produit mixé [11]; rappelons que la surjection canonique j a pour noyau J, [7]. Soit
D] I'application linéaire de source et but I’algébre tensorielle ci-dessus, et définie
par:

Di(y,®... ®, i@ QF,)-

m—1
j+1 "
)= L (-0, By e
i=0
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Un simple calcul de permutations montre que D, est compatible avec le produit
mixé; Dj s’obtient comme passage au quotient de D] par J.

. 1 , .
(2) Redonnons leur Z-degré aux éléments de Z. L’application D sur

D7 eur Z-degré aux élém L’applica ur Ax®.

tient en mettant la puissance convenable de x:

m—1

— i+ 1,.u0))
Dyi(;~--fm *dyi<l---i,y;+ ZO('— D/ Vigoohitiy i
j=

En décomposant D=d+ D,, ’égalité D>=0 équivalent & D} +dD;+ D,d=0, dont
la vérification ne présente pas de difficulté. La valeur de D’ en Z,,
D'y;=y,y;—Yi.;, fournit bien la structure d’algeébre de (H*CP;_;Q)),-,. En
filtrant D par le degré en x, on constate H,(Ax®AZ,D)=0. Le couple
(NAx®AZ, D) est donc le modele bigradué cherché. O

1.4. Algébre de Lie d’homotopie rationnelle. Coformalité faible
Dans le Théoréme 1, la nullité du connectant fournit directement:

Proposition 2. I/ existe une suite exacte courte d’algébres de Lie:

0= L(Eys1s-mes %2y 1) 2 T(QCPY_ OO = OX,) = 0,
ou |%;|=2i—1, Q(%,) est une algébre de Lie abélienne & un générateur.
Remarque. Nous pouvons préciser le reste de la structure avec la différentielle du

modele de Sullivan; notons x;=sx;. Dans la suite exacte ci-dessus, I’opération de %,
sur I’algébre de Lie libre se décrit en crochet de Whitehead [11] par:

(%1, x,] = [Xp5 X 41] =0, [x, Xpi2l =104 15 Xyl
plus généralement:
X xn+k] =as s Xk 1)+ Xnra Xnh 2]+ .o

Les crochets de Whitehead d’ordre supérieur se déduisent également du modéle
minimal [11]:

[X,,, Xn» xn] = [x2n—17xn+1] + [x2n~2’ xn+2] +.,
[X,,, X xn+1] = {Xz,,,], xn+2] + [x2n~2’ xn+3]+

Les autres crochets d’ordre 3, non obtenus par permutation des deux précédents,
ainsi que les crochets de plus grand ordre, ne sont pas définis.

L’existence de crochets de Whitehead d’ordre supérieur préfigure la non cofor-
malité de CP;_,:

Théoréme 3. CIP,_, est faiblement coformel, non coformel.



360 D. Tanré

Démonstration. La coformalité faible découle du lemme suivant. Pour la non cofor-
malité, on vérifie sans peine que la différencielle D, précédemment explicitée, ne
peut &tre rendue quadratique. O]

Lemme 4. Soit (AT,d") > (AZKQQAT, D)= (AZ,d) une KS-extension minimale [2],
modeéle d’une fibration vérifiant:

(1) la base et la fibre sont faiblement coformelles,

(2) le connectant de la suite exacte longue d’homotopie est nul,

(3) la suite spectrale de Serre se stabilise au niveau 2.
Alors, I’espace total est faiblement coformel.

Démonstration. Le connectant étant nul, la différentielle D n’a pas de terme
linéaire. Pour un choix d’indécomposables Z et T fix¢, soient D, d et a’(; les par-
ties quadratiques de D, d et d’ respectivement.

En filtrant (1Z& AT, D) par la longueur des mots, on obtient une premiere suite
spectrale de terme E;=H(AZ&®AT, D,), d’aboutissement E,=H(AZKRAT, D).
Pour calculer E;, on filtre (1Z& AT, D) par le degré en AT. On obtient une deux-
ieme suite spectrale de terme E;=H(AT, d;)@H(AZ, dg) et d’aboutissement
E,=H(AZQAT,D,).

D’aprés les hypotheses (1) et (3), E; est isomorphe a E,; les deux suites spec-
trales se stabilisent donc au niveau 2. [J

2. Déformation, a algébre de Lie d’homotopie fixée, de CP;,_,

Soit X,,_, un espace ayant méme algebre de Lie d’homotopie rationnelle que
CPy_,.

2.1. X,_,: espace total d’une fibration

Proposition 3. X, _, s’écrit comme espace total d’une fibration formelle, totale-
ment non cohomologue a zéro: V= S*"*D - X, | - K(Q, 2n).
En particulier, X,,_, est formel.

Démonstration. Soient x un élément de degré 2n et (AZ, d) le modele du bouquet
Vol §2m+D  Lespace X,_; admet un modéle minimal de la forme (Ax®AZ, D).
L’¢élément de plus bas degré, x, définit une classe de cohomologie; soit p: X,,_|—
K(Q, 2n) son application classifiante. Pour des raisons de degré, le connectant de
la suite exacte longue d’homotopie de la fibration associée a p est nul. D’aprés la
Proposition 2, la fibre homotopique de p a une algébre de Lie d’homotopie libre;
c’est un bouquet de spheres. Elle est donc formelle.

Soit (Ax, 0) = (Ax®AZ, D)= (AZ,d) le KS-modele de p. Pour des raisons de
degré, les indécomposables de TJ-graduation 0 dans AZ sont des D-cocycles, non
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D-cobords. 11 s’ensuit la surjectivité de H*X, ,;Q)— H*(V!' §?"*D:0); (la
fibration considérée est totalement non cohomologue a zéro [9]).

L’algebre de cohomologie rationnelle de X, a donc pour espace vectoriel sous-
jacent: AxX@ QY- Vu_1)-

Soit (Ax®AZ, D) le KS-modele correspondant a CIP;;_,; la partie quadratique
de D coincide avec celle de D, notons la D,. La suite (Ax, 0) > (Ax®AZ,D,)
(AZ, d) est toujours une KS-extension. En filtrant par le degré basique, on obtient:

H,(Ax®AZ,D)=0 dou H,(Ax®AZ,D)=0.

X, _, étant ainsi un espace formel, il s’ensuit, par construction, la formalité de
la fibration associée a p. [

Notons X?_, I’espace coformel associ¢ a CPY_,. D’apreés ce qui précede, X0,
ayant pour algébre de cohomologie rationnelle Hy(Ax®AZ,D,), on obtient
directement:

Corollaire. X° | est un espace formel d’algébre de cohomologie rationnelle:
AXQA(Yy, o, Yy 1)/ Ho, Ou X est de degré 2n, y; de degré 2(n+1i), %, est ’idéal
engendré par:

YiVi—XVii;, Siitj=n-1,

YiYis sii+j=n.

2.2. Classification des espaces X, _, et des fibrations associées

Soient A un nombre rationnel et S(y) I’algébre polynomiale engendrée par y, de
degré 2. Désignons par A, ; I’algebre 7Z,-graduée ainsi définie par générateurs et
relations: 4, , =S(y)/(y"=21). Si yo=1,),...,¥,_,, est la base canonique de S(y),
notons la loi d’algébre par: Yivi=A ) Yie -

Remarque. On constate immédiatement:

® Al j)=1sii+j<net A(i,j)=Asii+j=n.

® Soient A et A’ des rationnels non nuls, A, ;estisomorphe a A, ;- si et seulement
si (A/A)!"eq.

Définition 3. Deux fibrations p: E— Bet p’: E' = B ont méme type d’homotopie ra-
tionnelle s’il existe une équivalence d’homotopie rationnelle g: E— E’ telle que
p’og=p.

Proposition 4. Les classes d’isomorphie d’algeébres A, , correspondent bijective-
ment aux types d’homotopie rationnelle des fibrations formelles, totalement non
cohomologues a zéro,
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n—1 X

V Szm_H) - Xn— 1 _>K((D9 2”)3

i=1
d’espace total X,_, ayant méme algébre de Lie d’homotopie rationnelle que
CPy_,.

Démonstration. Si la fibration est donnée, I’algebre A, ; correspond a
(H*(Xn—l;Q))x:l'

Réciproquement, l'algébre Z,-graduée A, ; engendre une algébre Z-graduée
positivement, d’espace vectoriel sous-jacent Ax@Q(y,...,V,_), avec |x|=2n,
| yi| =2(n+i) et de loi: y,y;=x“®A(i,j)y;.;. Les Lemmes 1 et 2 nous fournissent
Ia fibration cherchée, de modéle:

(Ax,0) = (AXx®AZ, D)~ (AZ, d).

Soit D, la partic quadratique de D (par construction (1x®AZ, D,) est le co-
formel associé), en filtrant par le degré basique, on obtient H, (Ax®AZ, Dq)=0,
d’ou la formalité de (AxRAZ, Dq). Sa cohomologie Hy(Ax®AZ, Dq) coincide
avec celle de X?°_,.

Cette correspondance est bien bijective. [

Notons %; la fibration associée a A, ;. L’adaptation de la démonstration du
Théoreme 2 est laissée au lecteur; elle fournit:

Proposition 5. Soit (Ax®AZ, D,) le modeéle bigradué de I’espace total de la fibra-
tion 7, . La différentielle D;, obtenue en posant x=1, a pour valeur, sur le systéme
de générateurs de Z déja considéré:

m—1

m—1 .
Dy = Y (- DY iYioorint ZO(“ 1)“11(11’ Gy Wi ixi
iz

+l"~im'
p=0 ey

Les résultats de ce paragraphe se résument alors en:

Théoréeme 4. Il existe exactement deux espaces, CPe_, et X{_,, ayant méme
algébre de Lie d’homotopie rationnelle que CP,’_ . L’espace X, 0_, se fibre ration-
nellement de fagcon unique sur K(Q,2n), de fibre \/7-}' S*"*D . Les fibrations
Fy Vi) §H D S CPy_ = K(Q, 2n) sont paramétrées par .e€Q et classifiées
par: F, et ¥, ont méme type d’homotopie rationnelle si et seulement si
(/)" eq.

Démonstration. D’aprés ce qui précéde, I’espace total X,,_, d’une fibration %, est
formel, donc déterminé par son algébre de cohomologie de la forme Ax®A, ,. Si
A#0, ’application ¥ définie par ¥Y(x)=Aix, ¥(y;) = Ay;, fournit un isomorphisme
d’algebres entre Ax®A, | et Ax®A, ;. Il n’existe donc que deux espaces CPy_y
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et XY_,. Le résultat global se déduit de la proposition précédente. []

Remarque. Soit @ ’ensemble des rationnels muni de la multiplication; on note
ZX7,, Q') lensemble des fonctions h:7,x7,—Q vérifiant h(,0)=1,
h(j, kKYr(i,j £ kY=h(,j)h(i £ ], k) pour tout triplet (i, /, k). Soit g: Z,,— Q" telle que
g®=1, g@+#06 pour tout i; on définit Jg:Z,XZ,—~Q  par
og(i, )=gg(Hei+j)~'. Le groupe B*(Z,,Q'), formé des éléments Jg, opére
naturellement par multiplication & gauche sur Z%(Z,, Q). Avec des techniques
similaires a celles de ce paragraphe, on peut mettre en bijection:

- P’ensemble des types d’homotopie rationnelle des fibrations formelles totale-
ment non cohomologues a zéro, de base K(Q, 2n), de fibre \/7_' §27+9),

- avec ’espace homogeéne Z3(Z,, Q' )/B*(Z,, Q).

3. Déformation, a algébre de cohomologie fixée, de CPy_; et X°_,
3.1. Cohomologie de Harrison et fibration .7,

Rappelons d’abord Ia construction de la cohomologie de Harrison [4]. Soit A une
algebre graduée commutative et soit M un A-module gradué.

La cohomologie de Hochschild, Hoch(4;M), de A a coefficients dans M, pro-
vient du complexe (Hom”(®)™ A4, M),5) ou:

e Hom” ((X)™A, M) est ’ensemble des applications linéaires de degré p, nor-
malisées (f(ay®... Qa,,_1)=0si a;=1);

* (IN@® ... ®ay)=af([@;®... ®a,) + (= 1" f(@e® ... ®ay_ 1)y

m—1 .
+ L (- f(ae®... Qa4 | ... ®ay,),
j=0

avec v(j)= _io (|la;| - 1).

La cohomologie de Harrison [4], Harr(A;M), s’obtient a partir du sous-complexe
défini par:

* Hom?(&X)"™ A, M) est formé des éléments de Hom?(X)™ 4, M) s’annulant sur
les décomposables du produit mixé (shuffle product).

Soit %, : V=)' S - X(1) = K(@, 2n) une fibration. Notons (Ax®AZ, D) le
modele bigradué de I’espace total et A, ; =(H(Ax®AZ, D)), _, I’algébre associée
de générateurs (1, yy, ..., ¥, 1)-

Si M est un 4, ;-module, Z,-gradué, définissons:

*le Z,-degré de I'élément y, ®...®y; de Q™' A, ; par [(2 X, i)—m]
(mod n),

. Homf(@'"A,,J, M) comme I’ensemble des applications linéaires normalisées,
augmentant le Z,-degré de p et s’annulant sur les décomposables du produit mixé.
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Définition 4. La cohomologie de Harrison, Harr™?(A, ,;M), de A, ; & coeffi-
cients dans M, Z,-graduée, est le quotient de ’espace vectoriel des J-cocycles de
Hom{:(@mAn,b M) par 5Hom§’_ ! (®m_1An,b M)

L’interprétation des obstructions d’Halperin-Stasheff en classes de cohomologie
de Harrison réside dans la bijection entre Homg(&®" A,, ;, M) et Hom(Z,,_ |, M).
Explicitons-la sur I’exemple choisi.

Soit (Ax®AZ, D+ y) un modele filtré [3], de bigradué associé (Ax® AZ, D); sup-
posons y nulle sur Z_,,. Notons D’ (resp. y’) les applications induites sur AZ en
posant x=1. (Pour des raisons de degré, y ne peut apparaitre qu’en Z,, avec m
impair.)

En Z,,.,, D’+y prend la valeur (Proposition 5):

n

It Z l)pyfo ’y’p+1 Ll

D"+ Y Wi...i

+ ZO( l)j+ /1( j+1)y10 i i T W
s

JAR iR O

ou we(AZ)<p 1.

Par hypothése, p’(w) est nul. Notons - le produit dans A, ;; ’égalité
(D’ +y’)* =0 devient, en D’-cohomologie:

(%) (= D" Gigig N Vi, Vi ' Wi iy

m

+ ¥ -0 A G D Gy i, 1 =0-

Soit 7' € Hom}(@'"“A,,J, A, ;) application associ¢e a y’; Iégalite précédente
s’écrit 87 =0.

Si 7 est un cobord pour la cohomologie de Harrison, Harr(A,, ;;A,, ;) il existe
Ve Hom?(@’”A,,J, A, ;) tel que 7' =6%¥. Notons ¥ e Hom%(Z,,_, Ay 1) 'ap-
plication Z,-graduée correspondante.

Définissons maintenant ¥eHom®%(Z,,_, Ax®A, ;) par P, .., )=
XA (y; i) aestla puissance de x convenable pour que ¥ soit compatible avec
les Z-graduatlons

m—1
(Rappelons: |y, ; [= ZO (| = 1).
I
On applique alors [12] et on constate (avec la théorie de I’obstruction

d’Halperin-Stasheff [3]) que la déformation y peut &tre rendue triviale sur Z,, par
un automorphisme de (Ax®AZ, D). On a ainsi démontré:
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Proposition 6. Harr™! (A, ;A 1) =0 pour m>2 entraine la formalité intrinséeque
de ’espace total de la fibration .

3.2. Formalité intrinséque de CP;,_,

L’algebre 4, | associée a CP;’_| est ’anneau de groupe Q[Z,]. Dans ce cas par-
ticulier, nous pouvons choisir la cohomologie de Harrison a coefficients dans Q.
Reprenons les notations ci-dessus; la Z,-graduation fournit:

’
}"()’io... i,,,) :ﬂi:,...i,,,yio: oxi o (1—m)/2s  AVEC ﬂfo...i,,, eq.

Notons ' € Hom(® " "' Q[Z,], Q) application associée.

D’aprés (*), §” est un cocycle et sa classe de cohomologie de Harrison représente
I’obstruction & la trivialité de y. Suivant un théoréme de M. Barr [1], I’application
naturelle Harr(Z,,; Q) 2 Hoch(Z,,; ©Y), de but la cohomologie de Hochschild, est in-
jective. Le résultat provient alors de la nullité de Hoch(Z,,; Q).

3.3. Formalité intrinséque de X°_,

L’algebre A4, 4, associée a X?_,, de générateurs 1=y,,y,,...,7, , a pour loi:
Yi¥i=Yi.; sl i+j<n, y;y,=0 sinon.

Etant une intersection compléte, sa cohomologie de Harrison est bien connue,
retrouvons la rapidement.

La filtration croissante d’algebre, F,A4, o=Q(y,-y,...,V,_,), donne une suite
spectrale de terme:

El = @ Harr(An,O;FpAn,O/prlAn,O) = @Harr(An,O;(D),
r 14

et d’aboutissement E,, =Harr(4, ;A4, o).

Le calcul de Harr(A4,, ,;Q) se mene a partir de la cohomologie de Hochschild.
Or, A, o est 'algebre S(»)/y"; en Z-graduant y par 2, elle coincide avec I’algébre
de cohomologie de CP"~!: Ay/y". Sa cohomologie de Hochschild, dans Q, corres-
pond a la cohomologie rationnelle de I’espace des lacets QCP" !, soit A (u, v) avec
|uj=1, |v|=2n-2. Par construction, la cohomologie de Harrison (a coefficients
dans @), s’obtient en prenant les primitifs de cette algébre de Hopf, d’ou:

Harr" *(4, ¢;Q) a un générateur u;
Harr® *(4,, ;@) a un générateur v;
Harr” *(4,,0;Q)=0 si p>2.

La suite spectrale précédente fournit la nullité de Harr? *(A,, 954, o) pour p>2.
La formalité intrinséque de X?_; découle alors de la Proposition 6. []
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