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L’espace projectif tronqut CPF s’obtient comme cofibre de l’injection de l’espace 

projectif complexe de dimension n, CP”, dans la limite inductive CP” des CPj. En 

continuation de [6], nous determinons son type d’homotopie rationnelle. Nous ex- 

plicitons Cgalement les deformations, a algebre de cohomologie ou algebre de Lie 

d’homotopie, rationnellement fixees. 

Ceci ntcessite d’abord le rappel des definitions suivantes, classiques en theorie du 

modele minimal: 

DCfinitions. Un espace X, I-connexe, a nombres de Betti finis, est: 

- formel si son type d’homotopie rationnelle se deduit de son algebre de 

cohomologie rationnelle, 
- intrinstiquement for-me/ si son algebre de cohomologie rationnelle est realisee par 

un seul type d’homotopie rationnelle, 
_ coformel s’il admet un modele de Sullivan a differentielle quadratique, 

- faiblement coformel si la suite spectrale, obtenue en filtrant son modele de 

Sullivan par la longueur des mots, se stabilise au niveau 2. 

Les principaux resultats obtenus s’enoncent alors: 

ThCorkme. Rationnellement, il existe deux espaces CrPnm et X,” ayant mime 

algebre de Lie d’homotopie rationnelie que CPT. L’espace projectif tronquP Cipc 

n’est pas coformel (mais faiblement coformel); X,” est I’espace coformel associ6. 

IIs sont tous deux intrinskquement formels. X,“_ , se fibre rationneliement de’ faGon 

unique sur K(Q, 2n), de fibre V::,’ S2(n’i). Les fibrations FA : V::,’ S2@+‘) + 
CPF_, ---* K(Q, 2n) sont paramPtr&es par A E Q et classifikes par: FA et FAz ont m&me 

type d’homotopie rationnelle si et seulement si (DA’)“” E Q. 
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Tome algebre de cohomologie dont les relations forment une suite reguliere est 

intrinsequement formelle [3]. Hormis ce cas, CP,“et X,” fournissent les premiers ex- 

emples d’espaces intrinsequement formels, a cohomologie non bomee. 

Effectuons un inventaire des methodes utilisees. Soit x un generateur de 

H’“(ClP,“_ 1; Q); ‘l’autopsie du meurtre’ [5] de x fournit les premiers resultats. 

L’algebre de cohomologie H* (ClP,“_ I ;Q) est un module libre sur l’algebre grad&e 

commutative libre /Ix; l’evaluation en x= 1 transforme alors la victime en ‘temoin 

muet’ et fait apparaitre des algebres &-grad&es. Enfin, le theoreme provient aussi 

de l’interpretation des deformations comme classes de cohomologie de Harrison; 

rappelons brievement ce point: le corps de reference est le corps Q des rationnels; 

pour tout espace vectoriel W, notons # W l’espace vectoriel dual. Soit I/ un espace 

vectoriel grad&, de dimension finie en chaque degre; I’injection canonique de 

l’algebre de Lie libre II(V) dans l’algebre tensorielle T(V) fournit, par dualite, une 

application de # T(V) dans # II(V). Le noyau de cette derniere est constitut des 

elements decomposables du produit mix6 (shuffle product [7]). Ainsi, pour tout 

espace vectoriel W, il y a correspondance bijective entre Hom( # ll(V’), W) et 

l’espace vectoriel Horn, ( # T(V), W), forme des applications lineaires s’annulant 

sur les decomposables du produit mixe. Cette liaison represente la clef du passage 

[12] entre la cohomologie de Harrison et les obstructions a la deformation in- 

troduites par Halperin et Stasheff; elle fournit la formalite intrinseque cherchee. 

Cette application topologique de la cohomologie de Harrison illustre parfaitement 

l’interpenetration algebre-topologie, mise en evidence par Jan-Erik Roos [8]. 

L’article s’ordonne comme suit: dans le premier paragraphe, nous Ccrivons 

CP,“_, comme espace total d’une fibration (Theoreme 1) et en deduisons la dif- 

ferentielle de son modele de Sullivan (Theo&me 2). Nous explicitons tgalement 

l’algebre de Lie d’homotopie rationnelle de CP,“_, et ses structures d’ordre 

superieur. L’etude de la coformalite de C=rP,m_ 1 termine cette subdivision (Theoreme 

3). Les demonstrations utilisent des lemmes permettant l’application a d’autres ex- 

emples Cventuels. Dans le deuxieme paragraphe, nous nous interessons aux espaces 

X,_ I ayant meme algebre de Lie d’homotopie rationnelle que ClPr_, . La 

cohomologie de Harrison et son application aux deformations de ClPr- 1 et X,_ I 
font I’objet du troisieme paragraphe. 

Quant aux notations, (Z,, ;t) designe le groupe des entiers relatifs modulo n. Si 

(Y est un cocycle, sa classe est notee [a]. Les definitions et notations usuelles des 

modeles minimaux ne sont pas rappelees; ce sont en particulier celles de [ll]. 

La richesse de cet exemple m’a Ctt signalee par J.M. Lemaire. Je tiens egalement 

a remercier S. Halperin, D. Lehmann et M. Schlessinger pour I’aide apportee au 

tours de ce travail. 

1. Type d’homotopie rationnelle de CIPF_l 

1. I. Algtibre de cohomologie rationnelle. Formalite’ 
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Proposition 1. C[P,“_, est un espace formel d’algkbre de cohomologie rationnelle 

AxOA(y,, . . . . y,_ ,)/;y, avec x= y, de degre’ 2n, y; de degre’ 2(n + i); :R est l’idkal 

engendre’ par: 

yjyi-x Y,+~ , si i+jsn- 1, 

y;yj-X*y;+j_n, si i+jzn. 

Dkmonstration. Soit a de degrC 2; le noyau de Y: (Aa, 0) -+(/la/a”, 0) fournit un 

modMe de ClP,“_, , [2]. L’knoncC ci-dessus le dCcrit par gCntrateurs et 

relations. 0 

Remarque. Constatons d&s g present que les gknkrateurs de 1’idCal des relations de 

H* (ClP,“_ I ; Q) ne forment pas une suite rkgulittre pour n 23. 

Pour la suite, nous avons besoin de l’kriture explicite du modkle; c’est le but du 

paragraphe suivant . 

1.2. CrPr-, : espace total d’une fibration 

DCfinition 1. Une fibration F-E + B est formelle lorsqu’elle a mCme modttle que 

les applications induites en cohomologie: 

H*(F;Q) + H*(E;Q)+H*(B;Q). 

ThPorkxne 1. Soit f, : CP”,_ , + K(Q, 2n) un repr&entant de la classe de 
cohomologie de plus bas degre’ de CF$_, . La fibre homotopique de f, a le type 
d’homotopie rationnelle du bouquet de spheres V:I,’ S2@‘i) ; la fibration de 
Serre associke se stabilise au niveau 2 (totalement non cohomologue h z&o [9]); le 
connectant de la suite exacte longue d’homotopie rationnelle est nul. 

11 se deduit directement des deux lemmes suivants: 

Lemme 1. Soient Y un Q-espace vectoriel gradue’ et x un PlPment de degrt! 2n. Soit 
d un id&al de Ax&l Y, notons .8 ’ l’idkal de A Y obtenu par la projection naturelle 

Ax@ A Y + A Y. Supposons (Ax@/1 Y)/d isomorphe, comme Ax-module, ci 
Ax@(A Y/.+? ‘). 

Alors, si (AZ, d) est le modkle bigradue’ [3] de A Y/./R ‘, il existe une diffgrentielle 
D telle que (Ax@AZ, D) soit un KS-modtile [2] de (Ax, 0) + ((Ax@AY)/./A, 0). En 
munissant Z de sa TJ-graduation [ 1 l] et x du TJ-degrP z&o (not& infgrieurement), 
il v&rife: 

H, (Ax@ AZ, D) = 0, DZP c (Ax@AZ), _ , . 
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En particulier, (Ax, 0) + ((AxOn Y)/g’, 0) + (A Y/g’, 0) est un modele (non 
libre) d’une fibration totalement non cohomologue a zero. 

Dhmonstration. Choisissons d’abord un systeme de generateurs (@i)iGl, (resp. 

(Q;2,)ieI), de 9’ (resp. #) tel que R,= Qj+xsZl. Si a;~Zr verifie dai= @;, on pose 

Dai=~j. 

Soit Q, E (AZ), tel que d@ = 0, alors D@ est defini et de la forme DQ, =xQ. Par 

construction, XQ E 8, d’ou DE :3’, car (Ax@/1 Y)/# est un Ax-module libre par 

hypothese. I1 s’ensuit l’existence de re.Z, tel que DT=Q. 
Si /3~ 22 a pour differentielle d/3= @, on pose D/I= Q, -XT. 
Filtrons (Ax@AZ,,, D) par le degrt en x, on obtient une suite spectrale de Serre 

[2]. La TJ-graduation passe aux termes de la suite spectrale; en particulier, le terme 

E, verifie: 

en TJ-graduation 0: (E,), = Ax@(A Y/9 ‘), 
en TJ-graduation 1: (E,), =O, 

d’ou H, (Ax@$lZ,,, D) = 0. 
Le prolongement complet D - d de d s’acquiert similairement, par recurrence sur 

la TJ-graduation de AZ, en supposant avoir construit (/lx@AZ,,, D) tel que: 

H,_,(AxOAZ,,,D)=O, 

DZ,,cAx@(AZ),_, pour tout pin. 0 

Lemme 2. Reprenons les notations et hypotheses du Lemme 1. S’il existe un systtme 
de generateurs, Szi = Qi (0) + xQ/, de :iR tel que Szc appartienne a l’ideal d’augmenta- 
tion de Ax@/1 Y, alors (AxOAZ, D) est le modele bigradue de (Ax@/1 Y)/:,A. Darts 
ce cas, le connectant de la suite exacte longue d’homotopie de la fibration 
(Ax, 0) --t (Ax@AZ, D) -+ (AZ, d) est nul. 

Demonstration. On constate, dans la demonstration du Lemme 1, que la differen- 

tielle D devient decomposable, d’ou la premiere assertion. Le connectant de la suite 

exacte longue d’homotopie rationnelle s’obtient [2] avec la partie lineaire, (pure- 

ment basique), de la differentielle d’un Clement de la fibre. Celle-ci Ctant nulle, le 

resultat s’ensuit. 0 

I .3. Modele bigradue de ClPp_ , 

Soit (Ax, 0) + (Ax@AZ, D) -+ (AZ, d) un KS-modele [2] de Viz i SZcn+‘) -+ 
CrPr_, + K(Q, 2n). Exhibons d’abord un prolongement D particulier. 

Definition 2. Un monome t E Ax@AZ, est ‘de longueur de mot en Z’ egale a q s’il 

se decompose en t=xPtl... t4, avec t, E Z. Si q= 0 (resp. 1, 2), t est dit constant 
(resp. lineaire, quadratique) en Z. 
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Lemme 3. Reprenons les notations et hypotheses du lemme 2; supposons de plus la 
fibre (AZ, d) coformelle. Alors, le prolongement D-d peut @tre choisi lineaire en 

Z sur Z,,, lineaire ou constant en Z sur Z, . Duns ce cas, il est unique. 

DCmonstration. Par hypothese, les generateurs .Qj de .X se decomposent en: 

Q;=Qi(o)+ cpz, xpYp, avec Y,EZ, YpEZ ou YpeQ sip>l. 

Le prolongement sur Z, est done constant ou lineaire en Z. Pour des raisons de 

TJ-degre, les termes constants ne peuvent apparaitre qu’en Z, . 

Existence d’un prolongement lineaire en Z. Soit z E Z,,, , . Supposons avoir 

demontre l’existence d’un prolongement lineaire sur (AZ),, et pour tout zI E Z,, I 

de degre inferieur a celui de z. 

Par construction (Lemme 1): Dz= @ -XT, D@=xQ, DT=Q. L’element @ Ctant 

quadratique par hypothese, Q est de longueur de mot en Z au plus 2. Filtrons rpar 

la longueur des mots en Z: r= r, + r, + . . . + r, . Supposons k> 1. Comme seul Cl& 

ment de DT- Q de longueur de mot en Z Cgale a k + 1, dr, est nul. 11 existe done 

Ak avec dAk = r,. 
L’hypothese de recurrence s’applique a A,. En remplacant r par r-DA,, on a 

abaisst sa longueur de mot en Z. Par iteration du procede, on choisit rlineaire en Z. 

Unicite du prolongement lineaire. Si h et h’ sont deux prolongements lineaires en 

Z, decomposons les suivant les puissances de X: 

Dz=dz+ c x’h;(z), D’z=dz+ c x’h;(z). 
i> I izl 

De D’=O, on deduit dh,+h,d=dh;+h;d=O, d’oh d(h,-h;)=O, par recurrence 

sur le TJ-degre, et h, -hi = 0 par construction du modele bigradue [3]. 

L’CgalitC h = h’ s’obtient alors par recurrence sur i. 0 

11 nous faut maintenant preciser le modele (AZ, d) de V::,’ Sz(nti) si I’ est 

un espace vectoriel grad&, de dual # k’= Hom( k”, Q), on note 

j : sp ’ # T(V) -+ s- ’ # L(V) la transposee (desuspendue) de l’injection canonique 

il( V) -+ T(V). 

Soit H la cohomologie rationnelle reduite du bouquet V::,’ S’@+‘): et soit y;, 

l’element de H representant la sphere S 2(n+G) Notons Cgalement yi, les generateurs . 
correspondants de s- I # ii(sp ’ #H) et de s- ’ # T(s-’ #H) ES-’ T(sH). L’ClCment 

j(yi(,O**. BY,,,) cst designe par Y; “.,, ;,,. 
D’apres [I 11, le modele bigradue de Vr:,’ S’@“) est (As-’ # Il(s- ’ #H), d) 

avec: 

La TJ-graduation correspond a la longueur des crochets par orthogonalite: 
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Soit D le prolongement construit dans le Lemme 3 pour le cas particulier de 

UP:_ 1. Dans l’expression: 

Dz=dz+ c X’hi(Z), 
is 1 

la puissance i de x se dCduit de la connaissance de z et hi(z). 

La diffkrentielle D est done entiPrement d&ermint!epar sa valeur en x= 1. Notons 

D’ cette dernikre: 

D’z=dz+ c h;(z). 
i? 1 

Nous avons perdu la compatibilitk avec la Z-graduation de depart. Nous 

rkuptrons cependant une .&graduation G sur (AZ, d), dkfinie par: 

G(yy’)=(G(y)+G(y’)) mod n. 

Etendons les multi-indices ti { 0, 1, . . . , n - 1 }, en posant: 

Yo= 1, 

yjo,,,ip=O si p2 1 et s’il existe ij=O. 

ThkorGme 2. Soient (AZ, d) le mod2le de Vf:,’ S2(“+‘) et (Ax, 0) un modsle de 
K(Q 2n). Dans le mod+le bigradue’ (Ax@AZ, D) de CrPy_, , la diffkrentielle D 
s’e’value en x= 1, sur le systeme de gPnPrateurs p&&dent, par 

m-l m-l 

D'Yi,... i, = p~o(-lY’yi~...ipyip+ ,... lm+ C (-l)‘+lYio...i/~i,+ ,,__ i,,,, 
J-0 

oti + dksigne la somme dans 77,. 

Demonstration. DCcomposons D’ en D’ = d + 0,‘. 
(1) Afin d’kviter la complexit de determination d’une base d’algkbre de Lie libre, 

nous travaillons sur un systkme de gCnCrateurs. 11 nous faut done d’abord vtrifier 
que D’ a un sens. Pour la composante d, cela provient du modttle bigraduk d’un bou- 

quet de spheres. 

Soit J la partie de s- ’ # T(s- ’ #H) f ormte des &ments dkomposables pour le 

produit mix6 [l 11; rappelons que la surjection canonique j a pour noyau J, [7]. Soit 

fi; l’application linkaire de source et but l’algtbre tensorielle ci-dessus, et dtfinie 

par: 

D’;(YioO... BYi,,,)= C (- l>j+‘(Yi,O.*. OYi,,i,+,O.-- BYi,,,)- 
j=O 
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Un simple calcul de permutations montre que a;; est compatible avec le produit 

mix& 0; s’obtient comme passage au quotient de D; par J. 

(2) Redonnons leur z-degre aux elements de Z. L’application D sur Ax@AZ s’ob- 

tient en mettant la puissance convenable de x: 

En decomposant D = d-t D,, l’egalite D2= 0 equivalent a 0: + dDI + D,d = 0, dont 

la verification ne presente pas de difficulte. La valeur de D’ en Z,, 

D’yij=r,yj-yi,j, fournit bien la structure d’algebre de (H*(CPIP,“_ r;(Q)),= 1. En 

filtrant D par le degre en x, on constate H, (Ax@AZ, D) =O. Le couple 

(Ax@/lZ, D) est done le modele bigradue cherche. 0 

1.4. AlgPbre de Lie d’homotopie rationnelle. Coformalite’faible 

Dans le Theortme 1, la nullite du connectant fournit directement: 

Proposition 2. II existe une suite exacte courte d’alggbres de Lie: 

0+w~+,,...>~~2n-,) + 7c(GwP,“_ l)@Q -+ Q(&) -+ 0, 

oti I& / = 2i - 1, Q@,,) est une algPbre de Lie abklienne b un gkn&ateur. 

Remarque. Nous pouvons preciser le reste de la structure avec la differentielle du 

modele de Sullivan; notons xi = Ski. Dans la suite exacte ci-dessus, l’operation de x?~ 

sur l’algtbre de Lie libre se dtcrit en crochet de Whitehead [I l] par: 

~x,,x,1=[x,,.%+11=0, ~~,~~~,+21=~~,+,~~,+11, 

plus gtneralement: 

~~,,~,+k1=~~,+1,~,+k~11+~~,+2,~,+k~21+~~~ 

Les crochets de Whitehead d’ordre superieur se deduisent Cgalement du modele 

minimal [ 1 l] : 

Les autres crochets d’ordre 3, non obtenus par permutation des deux precedents, 

ainsi que les crochets de plus grand ordre, ne sont pas definis. 

L’existence de crochets de Whitehead d’ordre superieur prefigure la non cofor- 

malite de CfPr_ I : 

Thkor6me 3. CPr_ 1 est faiblement coformel, non coformel. 
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DCmonstration. La coformalitk faible dkoule du lemme suivant . Pour la non cofor- 

malit& on vkrifie sans peine que la diffkencielle D, prkCdemment explicitke, ne 

peut &tre rendue quadratique. 0 

Lemme 4. Soit (AT, d’) --t (AZ@A T, D) -+ (AZ, d) une KS-extension minimale [2], 

mod.+le d’une fibration v&ifiant: 
(1) la base et la fibre sont faiblement coformelles, 
(2) le connectant de la suite exacte longue d’homotopie est nul, 
(3) la suite spectrale de Serre se stabilise au niveau 2. 

Alors, l’espace total est faiblement coformel. 

Dkmonstration. Le connectant &ant nul, la diffkrentielle D n’a pas de terme 

linkaire. Pour un choix d’indtcomposables Z et T fix& soient D,, dq et di les par- 

ties quadratiques de D, d et d’ respectivement. 

En filtrant (.4Z@A T, D) par la longueur des mots, on obtient une premiere suite 

spectrale de terme Ez = H(AZ@A T, D,), d’aboutissement E, = H(AZ@A T, D). 
Pour calculer E2, on filtre (,4Z@A T, Dq) par le degrC en A T. On obtient une deux- 

ikme suite spectrale de terme Ei = H(,4 T, di)@H(AZ, dq) et d’aboutissement 

E:=H(AZ@AT, Dq). 
D’aprtts les hypothkses (1) et (3), E; est isomorphe A E, ; les deux suites spec- 

trales se stabilisent done au niveau 2. 0 

2. DCformation, ti algkbre de Lie d’homotopie fixCe, de ClP,“_, 

Soit X,_ 1 un espace ayant mCme algkbre de Lie d’homotopie rationnelle que 

UP;-, . 

2.1. X,, _ , : espace total d’une fibration 

Proposition 3. X,,_, s’krit comme espace total d’une fibration formelle, totale- 
ment non cohomologue ti z&o: V::,’ S2(““) --t X,, ~I --t K(Q, 2n). 

En particulier, X,_ , est formel. 

DCmonstration. Soient x un Clement de degre 2n et (AZ, d) le modkle du bouquet 

v::,’ s *@+‘). L’espace X, ~, admet un modkle minimal de la forme (AxOAZ, fi). 

L’Clkment de plus bas degrC, x, dCfinit une classe de cohomologie; soit p : X, ~ 1 -+ 

K(Q 2n) son application classifiante. Pour des raisons de degrt, le connectant de 

la suite exacte longue d’homotopie de la fibration associte A p est nul. D’aprks la 

Proposition 2, la fibre homotopique de p a une algkbre de Lie d’homotopie libre; 

c’est un bouquet de spheres. Elle est done formelle. 

Soit (/lx, 0) + (/lx@AZ, a) -+ (AZ, d) le KS-modkle de p. Pour des raisons de 

degrt, les indkcomposables de TJ-graduation 0 dans AZ sont des fi-cocycles, non 
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6-cobords. 11 s’ensuit la surjectivite de H*(X,_, ;Q) +H*(Vy:,’ S2rnii);Q); (la 

fibration consideree est totalement non cohomologue a zero [9]). 

L’algebre de cohomologie rationnelle de X, ~I a done pour espace vectoriel sous- 

jacent: Ax@Q(y,, . . . . y+,). 

Soit (Ax@AZ, 0) le KS-modele correspondant a CrPr- l ; la partie quadratique 

de B coincide avec celle de D, notons la D,. La suite (Ax, 0) + (Ax@AZ, Dy) + 

(AZ, d) est toujours une KS-extension. En filtrant par le degre basique, on obtient: 

H+(Ax@AZ,D,)=O d’ou H+(Ax@/lZ,fi)=O. 

X,_, etant ainsi un espace formel, il s’ensuit, par construction, la formalitt de 

la fibration associee a p. 0 

Notons Xi_, l’espace coformel associe a CP,“_ I. D’apres ce qui precede, X,‘-, 

ayant pour algebre de cohomologie rationnelle H&lx@AZ,D,), on obtient 

directement: 

Corollaire. X,“_, est un espace formel d’algPbre de cohomologie rationnelle: 
Ax@A(y,, . . . , yn _ ,)/Y?~, oti x est de degrk 2n, y; de degre 2(n + i), #O est l’idkal 
engendk par: 

YiYj-xY,+j9 si i+jln- 1, 

YiYj 7 si i+jrn. 

2.2. Classification des espaces X, ~, et des fibrations associkes 

Soient A un nombre rationnel et S(y) l’algebre polynomiale engendree par y, de 

degre 2. Designons par A,,A l’algebre &,-grad&e ainsi definie par generateurs et 

relations: A .,A=S(y)/(y”=A). Si ye= 1,y , , . . . , y, ~, , est la base canonique de S(y), 

notons la loi d’algebre par: y;yj=A(i, j)yjLi. 

Remarque. On constate immediatement: 

l A(i,j)=l si i+j<n et n(i,j)=A si i+jrn. 
l Soient A et A’des rationnels non nuls, A,, A est isomorphe a A, A, si et seulement 

si (A/A’)“” E Q. 

DCfinition 3. Deux fibrations p : E + B et p' : E’ + B ont m@me type d’homtitopie ra- 
tionnelle s’il existe une equivalence d’homotopie rationnelle g : E+ E’ telle que 

p’og ‘P. 

Proposition 4. Les clas,yes d’isomorphie d’algkbres A,,, correspondent bijective- 
ment aux types d’homotopie rationnelle des fibrations formelles, totalement non 
cohomologues 6 z&o, 
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n-l 

vs 2(n+i)-+Xn_,+K(Q,2n), 
r=l 

d’espace total X,_ , ayant mPme algebre de Lie d’homotopie rationnelle que 

CT;- ] . 

Dkmonstration. Si la fibration est donnee, l’algebre A,,, correspond a 

w*(X,-,;Q)),=,. 
Rtciproquement, l’algebre i&-grad&e A,, A engendre une algebre z-graduee 

positivement, d’espace vectoriel sous-jacent Ax@ Q (y,, . . . , y, 1 ), avec Ix I= 2% 

IyiI=2(n+i) et de loi: y;yj=X “(‘,j’A(i j)yjtj. Les Lemmes 1 et 2 nous fournissent , 

la fibration cherchee, de modele: 

(Ax, 0) + (Ax@AZ, fi) + (AZ, d). \ 

Soit D’4 la partie quadratique de d (par construction (Ax@AZ, DJ est le co- 

formel associe), en filtrant par le degre basique, on obtient H+(Ax@AZ, Dq)=O, 

d’oti la formalite de (_4x@AZ,Dq). Sa cohomologie H&Ix@AZ,~,) coincide 

avec celle de Xi_, . 

Cette correspondance est bien bijective. 0 

Notons 9; la fibration associee a A,,, . L’adaptation de la demonstration du 

Theoreme 2 est laissee au lecteur; elle fournit: 

Proposition 5. Soit (Ax@AZ, DA) le modele bigradue de l’espace total de la fibra- 
tion ~FA. La differentielle Di, obtenue en posant x= 1, a pour valeur, sur le systeme 
de generateurs de Z deja consider& 

m-l m-l 

DiYi,... i, = pEoo’ - l)rYi,...iPYip+ ,... i, + C (-l)j+lA(i,9 ‘j+l)Yio,..i/ti,+,.,,im. 
j=O 

Les resultats de ce paragraphe se resument alors en: 

ThCor&me 4. II existe exactement deux espaces, CP,“_, et Xi_,, ayant m@me 
algebre de Lie d’homotopie rationnelle que C=rPp-, . L’espace X,“_ 1 se fibre ration- 
nellement de fagon unique sur K(Q, 2n), de fibre V::,’ S2(” ii). Les fibrations 
~& : v;r,’ p+i) + CIp” n-l -+ K(Q, 2n) sont parametrees par A E Q et classifiees 
par: y; et 31, ont meme type d’homotopie rationnelle si et seulement si 
(A/A’)“” E Q. 

DCmonstration. D’apres ce qui precede, l’espace total X,_ 1 d’une fibration & est 

formel, done determine par son algebre de cohomologie de la forme AxOA,,, A . Si 
A #O, l’application Y definie par Y(x) = Ax, I = Ay,, fournit un isomorphisme 

d’algebres entre Ax@A,, I et Ax@A,,~. 11 n’existe done que deux espaces CrPr_ 1 
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et X,“_r. Le resultat global se deduit de la proposition precedente. 0 

Remarque. Soit Q’ l’ensemble des rationnels muni de la multiplication; on note 

Z2(;2,, Q’) l’ensemble des fonctions h : Z,, x Z, + Q$’ vtrifiant h(i, 0) = 1, 

h(j, k)h(i,j+ k) = h(i,j)h(i+j, k) pour tout triplet (i,j, k). Soit g : Zn + Q$’ telle que 

g(O)= 1, g(i)+0 pour tout i; on definit ~g:i&x&+Q$’ par 

Gg(i,j) =g(i)g(j)g(i+j)-‘. Le groupe B’(Z,, Q’), forme des elements 6g, opere 

naturellement par multiplication a gauche sur Z2(2,, Q’). Avec des techniques 

similaires a celles de ce paragraphe, on peut mettre en bijection: 

- l’ensemble des types d’homotopie rationnelle des fibrations formelles totale- 

ment non cohomologues a zero, de base K(Q, 2n), de fibre V::,’ S2(n+i), 

- avec l’espace homogene Z2(&, QS’)/B2(&, Q’). 

3. Deformation, 5 algi?bre de cohomologie fixCe, de CP,“_, et X,“_, 

3. I. Cohomologie de Harrison et fibration .FA 

Rappelons d’abord la construction de la cohomologie de Harrison [4]. Soit A une 

algebre grad&e commutative et soit M un A-module grad&. 

La cohomologie de Hochschild, Hoch(A;M), de A g coefficients dans M, pro- 

vient du complexe (HomP( BmA, M),6) oti: 
l HomP(@mA, M) est I’ensemble des applications lintaires de degre p, nor- 

malisees (f(ao@... @a,_,)=0 si ai= 1); 

l @f)(a,@... @a,)=a,f(a,@... @a,)+(- l)“‘“‘f(ao@... @a,-,)a, 

+ jsO(- l)““‘f(aoO... @aj.aj+l@... @a,), 

avec v(j)= i (la;1 - 1). 
i=o 

La cohomologie de Harrison [4], Harr(A;M), s’obtient a partir du sous-complexe 

defini par: 

l Hom$‘( @ m A, M) est forme des elements de HomP( @ m A, M) s’annulant sur 

les dtcomposables du produit mix6 (shuffle product). 

Soit :Fk : V::,’ S2(n+i) -+X(A) + K(Q, 2n) une fibration. Notons (Ax&AZ, D) le 

modele bigradue de l’espace total et A ,,, I = (H(Ax@AZ, D)),= , l’algebre associee 

de generateurs (1,~~ ,..., y,_r). 

Si M est un A,,, -module, &,-grad&, definissons: 

l le z’,-degre de I’ClCment yi,,@... 0~;~ de Brn+’ A,,A par [(2Cy=, ij)- m] 

(mod n), 
l Hom$‘(@mA,,A,M) comme l’ensemble des applications lineaires normalisees, 

augmentant le Z,-degrC de p et s’annulant sur les decomposables du produit mix& 
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Definition 4. La cohomologie de Harrison, Harrm~P(A,,n;M), de FI,,~ a coeffi- 

cients dans M, Z,-graduee, est le quotient de I’espace vectoriel des &cocycles de 

Hom$‘(@mA,.n,M) par BHom~-‘(@m-lA,,A,M). 

L’interpretation des obstructions d’Halperin-Stasheff en classes de cohomologie 

de Harrison reside dans la bijection entre Horn, (0” A,,*, M) et Hom(Z, _ r, M). 

Explicitons-la sur l’exemple choisi. 

Soit (Ax@AZ, D + y) un modele filtre [3], de bigradut associe (Ax@AZ, D); sup- 

posons y nulle sur Z,, . Notons D’ (resp. y’) les applications induites sur AZ en 

posant x = 1. (Pour des raisons de degre, y ne peut apparaitre qu’en Z, avec m 
impair .) 

En Zm+lT D’+ y’ prend la valeur (Proposition 5): 

+ f (-lY+‘A(ij~ij+llYi “... ;,L,,+ ,_._ i,,8+,+w9 
J-o 

oh WE(AZ),,_,. 

Par hypothese, y’(w) est nul. Notons le produit dans A,,A; I’egalite 

(II’ + y/)2 = 0 devient, en D’-cohomologie: 

(*) (- l>“[V’(Yi,...i,)l.Yi,,+, +Yi,‘]Y’(Yi,...I,R+I)l 

+,&I) j+luiJ> ij+l)[y'(Y;~...~'r,+I...;,,,+, )] = 0. 

Soit v’EHomJ(@“+‘A,,A, A,, A) l’application associee a y’; l’egalite precedente 

s’ecrit Sg’ = 0. 

Si p’ est un cobord pour la cohomologie de Harrison, Harr(A,,A ;A,,A), il existe 

p’EHomi(@mA.,A, A,,,) tel que p’=6p’. Notons !FEHom”(Z,,~l,A,,A) l’ap- 

plication Z,-grad&e correspondante. 

Definissons maintenant YEH~~~(Z,,_~,AX@A,J) par yY(Yio...i,,,_,)= 

~WYi”...i,,,_J a est la puissance de x convenable pour que Y soit compatible avec 

les Z-graduations. 
m-l 

(Rappelons: IYi,,...;,,-,I = c (lui,l - 1)). 
j=O 

On applique alors [12] et on constate (avec la theorie de l’obstruction 

d’Halperin-Stasheff [3]) que la deformation y peut &tre rendue triviale sur Z, par 

un automorphisme de (Ax@AZ,D). On a ainsi demontre: 
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Proposition 6. Harrms ’ (A n, I ;A,,, i) = 0 pour m > 2 entraine la forma&? intrinskque 

de I’espace total de la fibration ~‘TA. 

3.2. Formalite’ intrinsPque de C,ipr_, 

L’algebre A,, , associee a CrPF_, est l’anneau de groupe Q[P,]. Dans ce cas par- 

ticulier, nous pouvons choisir la cohomologie de Harrison a coefficients dans Q. 

Reprenons les notations ci-dessus; la &,-graduation fournit: 

Y’(Y;~...,,)=P~~...;,,,Y;,,... ti,,i(~-m)/2T avec P,~...~,,EQ. 

Notons pEHom,(@m+l Q [Z,], Q) l’application associee. 

D’aprts (*), /?’ est un cocycle et sa classe de cohomologie de Harrison represente 

l’obstruction a la trivialite de y. Suivant un theoreme de M. Barr [l], l’application 

naturelle Harr(Z,;Q) + Hoch(Z,;Q), de but la cohomologie de Hochschild, est in- 

jective. Le resultat provient alors de la nullite de Hoch(Z,;Q). 

3.3. FormalitP intrikque de X,“_ , 

L’algebre A,,o, associee a X,“_ , , de generateurs 1 =yo, y,, . . . ,y,_ 1 a pour loi: 

yivj=y,,j si i+j<n, y,y,=O sinon. 

Etant une intersection complete, sa cohomologie de Harrison est bien connue, 

retrouvons la rapidement. 

La filtration croissante d’algebre, FPA,, o = Q(y, _ 1, . . . , y, _,,), donne une suite 

spectrale de terme: 

E, = @ Harr(A n,~;FP4,~/FP-~A,,~) = @Harr(An,o;QS), 

et d’aboutissemem E, = Harr(A,, o;A,, o). 
P 

Le calcul de Harr(A,,o;Q) se mene a partir de la cohomologie de Hochschild. 

Or, 40 est l’algebre S(y)/y”; en Z-graduant y par 2, elle coi’ncide avec l’algebre 

de cohomologie de C)Ip”- ‘:Ay/y”. Sa cohomologie de Hochschild, dans Q, corres- 

pond a la cohomologie rationnelle de l’espace des lacets QCIp”- ’ , soit A (u, u) avec 

lUj=l, loi=2n-2. P ar construction, la cohomologie de Harrison (a coefficients 

dans Q), s’obtient en prenant les primitifs de cette algebre de Hopf, d’ou: 

Harr’* *(A,, o; Q) a un generateur u; 

Harr’* “(A,, 0; Q) a un gentrateur 0; 

Harr p9*(A,,o;Q)=0 si p>2. 

La suite spectrale prtcedente fournit la nullite de Har? *(An, o;A,, o) pour p > 2. 

La formalite intrinseque de X,“_ 1 decoule alors de la Proposition 6. 0 
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